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要約 
私たちは格子多角形（格子点を結んで作った図形）の面積を図形の内部の点と辺上の格子点の個数を公

式に代入するだけで求められる，ピックの定理に興味を持ち，正方形格子上で成り立つピックの定理に似

たもので，正三角形や正六角形格子の上でも成り立つ式を予想し証明して拡張した。正三角形の場合は、

恒等式、数学的帰納法で導くことができた。 
また，格子点の個数だけでなく，新しい条件（図形の外に出る線の本数－図形の中に入る線の本数）を用

いることで，正六角形格子の辺と対角線を通る格子多角形の面積を求めることができる公式を発見，証明

することができた。この新たな条件は，正三角形，正方形格子上でも適応することができるので，拡張で

きたといえる。 
     

Pick’s theorem computes the area of a polygon on the square lattice by the interior and boundary 
points. We came up with a new formula similar to this which is applicable to equilateral triangle and 
hexagonal lattices. In the case of equilateral triangle, we found the equation using mathematical 
induction. In the case of hexagonal lattices, we worked out a formula using the new idea of boundary 
characteristic (the edges that extends locally into the exterior of the polygon – the edges that extends 
locally into the interior of the polygon) and it proved to be accurate. The idea is also true for square 
and equilateral triangle. In this way, we were able to expand Pick’s theorem.  
 
キーワード 格子点， 多角形の充填， 基本の形,  ピックの定理 
   grid point, equilateral triangle lattice, hexagonal lattice, basic form, Pick’s theorem 
 
序論 

面積１の正三角形格子，正六角形格子の格子点（正三角形，正六角形のそれぞれの頂点）を結んで作った簡単

な図形を恒等式に代入し，連立方程式で式を予想し，数学的帰納法などを用いて式が正しいことを予想する。 

 
本論 

① ピックの定理とは 
 S:面積，x:内部の点の個数，y:辺上の点の個数 とすると 
       で面積があらわせる定理である 
たとえば右の図形だと          
これは数学的帰納法などで証明できる。 

 
② 定理の証明 
基本となる形 
基本の形とは以下の条件を満たしたものである。 
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1. 面積が一定。 
2. 内部に格子点を含まない。 
3. 頂点以外の辺上の点を含まない。 
正方形の格子では図のように，面積

1
2
の基本三角形に分割できる。 

 
 
 
 
 
数学的帰納法を用いて証明する。 

基本の形の個数をｎとして 
（ⅰ）ｎ=1 のとき 
ピックの公式に代入して𝑥𝑥 = 0 , 𝑦𝑦 = 3より𝑆𝑆 = 0 + 3

2
− 1 = 1

2
より正しい。 

 
（ⅱ）n= 𝑘𝑘のときピックの定理が正しいと仮定する。 
このとき，面積

1
2
の三角形が𝑘𝑘個あるのだから𝑆𝑆 = 𝑥𝑥 + 1

2
𝑦𝑦 − 1 = 1

2
𝑘𝑘 

が成り立っていることになる。 
このとき，𝑆𝑆 = 1

2
(𝑘𝑘 + 1)が成り立つことを示せばよい。 

n= 𝑘𝑘 + 1のとき 
基本三角形を加える部分で場合分けをする。 
一辺を共有する場合 
１辺を共有するので，𝑥𝑥は変わらないが，辺上の格子点が１つ増えるから，𝑦𝑦 + 1と表せる。 
よって 
𝑆𝑆 = 𝑥𝑥 + 1

2
(𝑦𝑦 + 1) − 1=(𝑥𝑥 + 1

2
𝑦𝑦 − 1)+1

2
 

  =1
2
𝑘𝑘 + 1

2
  

  =1
2
(𝑘𝑘 + 1)   よって正しい。 

二辺を共有する場合 
周上の点が 1 個減り，内部の格子点が 1 個増えるから𝑥𝑥+1, 𝑦𝑦 −1 と表せる。 
 𝑆𝑆 = (𝑥𝑥 + 1) + 𝑦𝑦−1

2
− 1 

=(𝑥𝑥 + 1
2
𝑦𝑦 − 1)+1

2
 

=1
2
𝑘𝑘 + 1

2
 

=1
2
(𝑘𝑘 +1) 

よって n= 𝑘𝑘+1 のときも正しい。 
（ⅰ）（ⅱ）よりすべての自然数 n について成り立つので証明された。 
③ 面積１の正三角形格子（𝑆𝑆:面積，𝑥𝑥:内部の点の個数，𝑦𝑦:辺上の点の個数） 
ピックの定理の公式の形より，正三角形の場合も 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑆𝑆となると考え，簡単な図形を３つ代入し

て連立方程式を使うことで 
𝑆𝑆 = 2 �𝑥𝑥 + 1

2
𝑦𝑦 − 1�  

と予想できた。これはピックの定理の二倍である。 

 
 

 

 

 

 



また，これは基本の形（面積１の基本三角形）に分 
割できるためピックの定理と同様に数学的帰納法で 
証明することができた。 

 
＊一定の面積の正六角形を平面に敷き詰めたものを以下からは正六角形格子と呼ぶことにする。 

④ 面積１の正六角形格子（𝑆𝑆:面積，𝑥𝑥:内部の点の個数，𝑦𝑦:辺上の点の個数） 
この場合，正方形や正三角形格子と異なり，基本の形に分割することができないことがあるため，場合分

けをして考えた。 
１．正六角形格子の辺のみを使ってできる図形 
２．正六角形格子の辺と長い方の対角線を使ってできる図形 
３．正六角形格子の辺と短い方の対角線を使ってできる図形 
４．正六角形格子の辺と対角線のみを通る図形 

 
１． 正六角形格子の辺のみを使ってできる図形 

この場合，面積１の基本の正六角形に分割できるため，正三角形格子と同様に恒等式を用いて 
𝑆𝑆 = 1

2
�𝑥𝑥 + 1

2
𝑦𝑦 − 1� 

と予想できた。これは，ピックの定理の
1
2
で， 

これもピックの定理と同様に数学的帰納法で証明できた。 

 
２． 正六角形格子の辺と長い方の対角線を使ってできる図形 

この場合，面積
1
2
の基本の等脚台形に分割できるため，同様に 

𝑆𝑆 =
1
2
�𝑥𝑥 +

1
2
𝑦𝑦 − 1� 

と１と同じ式がでた。これもピックの定理と同様に数学的帰納法で証明できる。 

 
次の場合分けから短い方の対角線を使うが，このときに初めて基本の形に分割できなくなったため，新た

に以下のような𝑧𝑧を導入した。     
 𝑧𝑧は以下のように定義する。 
z :(図形の外に出る線の本数)－(図形の中に入る線の本数) 
これは図の F1，F2 のようにそれぞれの辺上の点について考え， 
それぞれすべての値を足したものである。 
F1．矢印が出ている辺上の点に関して外に出ている線の本数 2 本 

  中に入る線の本数 1 本よりこの点の場合２－１＝１ 
F2．同様に外に出ている線の本数 1 本中に入る線の本数 1 本より 

  １－１＝０ 
３．正六角形格子の辺と短いほうの対角線を使って作る図形の場合 

 
 
 

 

 

F1

 

F2 

 



４．正六角形格子の辺とすべての対角線を使って作る図形の場合 
ｚの導入により，次の式が出てきた。 

𝑆𝑆= 1
12

(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12) 

これを帰納法で証明する。 

 
まず場合分け１，２において𝑆𝑆 = 1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12)が成り立つこと 

を数学的帰納法で証明する。 
正六角形格子の正六角形を半分にした面積

1
2
の等脚台形の個数をｎと 

おく 
(ⅰ) ｎ=1 のとき 𝑆𝑆 = 1

12
(6 × 0 + 3 × 4 + 𝑧𝑧 − 12)＝

1
2
より成立 

(ⅱ) ｎ=2 のとき 𝑆𝑆 = 1
12

(6 × 0 + 3 × 4 + 𝑧𝑧 − 12)＝
1
2

ｋが成立すると仮定すると 

 
ｎ＝ｋ＋１のとき S＝

1
2
(ｋ＋１)を証明すればよい。 

 
(イ)等脚台形がもとの図形と一辺を共有するとき以下の 3 通りに分けられる。 

 
 
 
 
 
 
 
       a の場合              b の場合             c の場合 

 
 

 
     a の場合        b の場合         c の場合 

 
 

a のとき 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥+0，  𝑦𝑦𝑎𝑎 = 𝑦𝑦 + 2， 𝑧𝑧𝑎𝑎 = 𝑧𝑧+0 
より S＝

1
12
�6�ｘ + 0� + ３�ｙ + 2� + (𝑧𝑧 + 0) − 12�＝ 1

2
ｋ＋

1
2
＝

1
2

(𝑘𝑘 + 1)より成立。 

 

b のとき 𝑥𝑥𝑏𝑏 = 𝑥𝑥＋０，  𝑦𝑦𝑏𝑏 = 𝑦𝑦 + 2， 𝑧𝑧𝑏𝑏 = 𝑧𝑧+0 
より S＝

1
12
�6�ｘ + 0� + 3�ｙ + 2� + (𝑧𝑧 + 0) − 12�＝ 1

2
ｋ＋

1
2
＝

1
2

(𝑘𝑘 + 1)より成立。 

 

c のとき 𝑥𝑥𝑐𝑐 = 𝑥𝑥+0，  𝑦𝑦𝑐𝑐 = 𝑦𝑦 + 2， 𝑧𝑧𝑐𝑐 = 𝑧𝑧+0 
より S＝

1
12

(6(𝑥𝑥 + 0) + 3(𝑦𝑦 + 2) + (𝑧𝑧 + 0) − 12)＝
1
2
ｋ＋

1
2
＝

1
2

(𝑘𝑘 + 1)より成立。 

a、b、c より、一辺を共有する場合、成り立つ。 

 

 

 

 
  



(ロ)二辺を共有する場合 

 
 
 
 
 
 

d の場合      e の場合 

                                     
 
 
 
 
 
 

d のとき 𝑥𝑥𝑑𝑑 = 𝑥𝑥+1，  𝑦𝑦𝑑𝑑 = 𝑦𝑦 + 0， 𝑧𝑧𝑑𝑑 = 𝑧𝑧+0 
S＝

1
12

(6(𝑥𝑥 + 1) + 3(𝑦𝑦 + 0) + (𝑧𝑧 + 0) − 12)＝
1
2
ｋ＋

1
2
＝

1
2

(𝑘𝑘 + 1)より成立。 

 

e のとき 𝑥𝑥𝑒𝑒 = 𝑥𝑥＋１，  𝑦𝑦𝑒𝑒 = 𝑦𝑦＋０， 𝑧𝑧𝑒𝑒 = 𝑧𝑧＋０ 
S＝

1
12

(6(𝑥𝑥 + 1) + 3(𝑦𝑦 + 0) + (𝑧𝑧 + 0) − 12)＝
1
2
ｋ＋

1
2
＝

1
2

(𝑘𝑘 + 1)より成立。 

d、e より、二辺を共有する場合、成り立つ。 

      
(ハ)三辺を共有する場合 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
f の場合              g の場合            h の場合 

 
f の場合  𝑥𝑥ｆ = 𝑥𝑥+2，  𝑦𝑦ｆ = 𝑦𝑦 − 2， 𝑧𝑧ｆ = 𝑧𝑧+0 

S＝
1
12

(6(𝑥𝑥 + 2) + 3(𝑦𝑦 − 2) + (𝑧𝑧 + 0) − 12)＝
1
2
ｋ＋

1
2
＝

1
2

(𝑘𝑘 + 1)より成立。 

 

 

 

   

 

 



g の場合  𝑥𝑥ｇ = 𝑥𝑥＋2，  𝑦𝑦ｇ = 𝑦𝑦 − 2， 𝑧𝑧ｇ = 𝑧𝑧+0 

S＝
1
12

(6(𝑥𝑥 + 2) + 3(𝑦𝑦 − 2) + (𝑧𝑧 + 0) − 12)＝
1
2
ｋ＋

1
2
＝

1
2

(𝑘𝑘 + 1)より成立。 

 
h の場合  𝑥𝑥ｈ = 𝑥𝑥+2，  𝑦𝑦ｈ = 𝑦𝑦 − 2， 𝑧𝑧ｈ = 𝑧𝑧+0 

S＝
1
12

(6(𝑥𝑥 + 2) + 3(𝑦𝑦 − 2) + (𝑧𝑧 + 0) − 12)＝
1
2
ｋ＋

1
2
＝

1
2

(𝑘𝑘 + 1)より成立。 

三辺を共有する場合、成り立つ。 
(イ)、(ロ)、(ハ)より場合分け１，２において𝑆𝑆 = 1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12)が成り立つ。 

 
帰納法 
まず場合分け１，２において𝑧𝑧の値が必ず６となり代入すると 

𝑆𝑆 = 1
2
�𝑥𝑥 + 1

2
𝑦𝑦 − 1� となり成立するので， 

面積
1
2
の台形で作られた図形に短い対角線のみ，または短い対角線と，長い対角線または正六角形格子の辺で作

られた図形がどのように接合しており，どの大きさの図形が接合しているかについて場合分けする。 

 
 正六角形の辺と対角線のみを使って作られた図形において，全ての図形は 
１，図形の内部に格子点を含まず， 
２，辺上に頂点以外の点を含まず， 
３，正六角形格子の辺と対角線のみでできた図形 

に分割できる。このとき場合分け１，２の図形が内部に存在する場合はその部分以外について考える、 
 場合分け１，２の図形と正六角形格子の辺また長い対角線である１辺を共有し，二辺は 

他の辺は短い対角線を含んだ図形をつけ加え，𝑥𝑥，𝑦𝑦，𝑧𝑧の増減 
による面積の増減を𝑆𝑆 = 1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12)に代入して 

正しいことを示す。このとき以下の 3 通りである。 
※付け加えた図形の新たな線は淡色で示してある。 

 
 
 
 
 
 

①            ②            ③ 

 
 
 
 
 
濃色の線で囲まれた図形を A，淡色の線で新しくできた図形を B とおく 

① のとき Ａ：𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥，  𝑦𝑦𝑎𝑎 = 𝑦𝑦， 𝑧𝑧𝑎𝑎 = 𝑧𝑧 Ｂ：𝑥𝑥𝑏𝑏 = 𝑥𝑥，𝑦𝑦𝑏𝑏 = 𝑦𝑦 + 1，𝑧𝑧𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 + 1とおくと 

𝑆𝑆 =
1

12
�6𝑥𝑥ｂ + 3𝑦𝑦ｂ + 𝑧𝑧ｂ − 12� =

1
12

{6x + 3(y + 1) + (z + 1) − 12} =
1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12) +

1
3

 

   

 



よって成立 

② のとき Ａ：𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥，  𝑦𝑦𝑎𝑎 = 𝑦𝑦， 𝑧𝑧𝑎𝑎 = 𝑧𝑧 Ｂ：𝑥𝑥𝑏𝑏 = 𝑥𝑥，𝑦𝑦𝑏𝑏 = 𝑦𝑦 + 1，𝑧𝑧𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 − 1とおくと 

𝑆𝑆 =
1

12
�6𝑥𝑥ｂ + 3𝑦𝑦ｂ + 𝑧𝑧ｂ − 12� = 𝑆𝑆 =

1
12

{6𝑥𝑥 + 3(𝑦𝑦 + 1) + (𝑧𝑧 − 1) − 12} =
1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12) +

1
6
 

より成立 

③ のとき Ａ：𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥，  𝑦𝑦𝑎𝑎 = 𝑦𝑦， 𝑧𝑧𝑎𝑎 = 𝑧𝑧 Ｂ：𝑥𝑥𝑏𝑏 = 𝑥𝑥，𝑦𝑦𝑏𝑏 = 𝑦𝑦 + 1，𝑧𝑧𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 + 1とおくと 

𝑆𝑆 =
1

12
�6𝑥𝑥ｂ + 3𝑦𝑦ｂ + 𝑧𝑧ｂ − 12� = 𝑆𝑆 =

1
12

{6𝑥𝑥 + 3(𝑦𝑦 + 1) + (𝑧𝑧 + 1) − 12} =
1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12) +

1
3
 

より成立 
次に 場合分け１，２の図形と正六角形格子の辺また長い対角線である２辺を共有し， 
他の１辺は短い対角線を含んだ図形をつけ加え，𝑥𝑥，𝑦𝑦，𝑧𝑧の増減 

による面積の増減を𝑆𝑆 = 1
12

(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12)に代入して 

正しいことを示す。このとき以下の２とおりである。    

 
 
 
 
 

④                             ⑤   

 
 
 
 

濃色の線で囲まれた図形を A，淡色の線により新しくできた図形を B とおく 

④ のとき Ａ：𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥，  𝑦𝑦𝑎𝑎 = 𝑦𝑦， 𝑧𝑧𝑎𝑎 = 𝑧𝑧 Ｂ：𝑥𝑥𝑏𝑏 = 𝑥𝑥 + 1，𝑦𝑦𝑏𝑏 = 𝑦𝑦 − 1，𝑧𝑧𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 + 1とおくと 

𝑆𝑆 =
1

12
�6𝑥𝑥ｂ + 3𝑦𝑦ｂ + 𝑧𝑧ｂ − 12� =

1
12

{6(𝑥𝑥 + 1) + 3(𝑦𝑦 − 1) + (𝑧𝑧 + 1) − 12} 

=
1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12) +

1
3
 

より成立 

⑤ のとき Ａ：𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥，  𝑦𝑦𝑎𝑎 = 𝑦𝑦， 𝑧𝑧𝑎𝑎 = 𝑧𝑧  Ｂ：𝑥𝑥𝑏𝑏 = 𝑥𝑥 + 1，𝑦𝑦𝑏𝑏 = 𝑦𝑦 − 1，𝑧𝑧𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 − 1とおくと 

𝑆𝑆 =
1

12
�6𝑥𝑥ｂ + 3𝑦𝑦ｂ + 𝑧𝑧ｂ − 12� = 𝑆𝑆 =

1
12

{6(𝑥𝑥 + 1) + 3(𝑦𝑦 − 1) + (𝑧𝑧 − 1) − 12} 

=
1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12) +

1
3
 

より成立 
① ，②，③，④，⑤で加えた図形はお互いの辺を合わせるとすでに証明された図形になる。 

 
次にここまで証明したもののどれにも当てはまらないのが右の形の図形である 

 

 

 

 



この場合も，この図形だけのときと，一辺を他の図形と共有する場合を考える。 

この図形だけのとき𝑥𝑥 = 0，  𝑦𝑦 = 3， 𝑧𝑧 = 9 より 

𝑆𝑆 =
1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12) =

1
12

(0 + 9 + 9 − 12) =
1
2

 

より成立 

 
一辺を共有するとき，①②③④⑤の場合が証明されたので 
これらで証明された図形に上の緑の図形が取り付けられた 
と考える。 

濃色の線で囲まれた図形を A，淡色の線で新しくできた図形を B とおくと 

Ａ：𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥，  𝑦𝑦𝑎𝑎 = 𝑦𝑦， 𝑧𝑧𝑎𝑎 = 𝑧𝑧  Ｂ：𝑥𝑥𝑏𝑏 = 𝑥𝑥，𝑦𝑦𝑏𝑏 = 𝑦𝑦 + 1，𝑧𝑧𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 + 3 

𝑆𝑆 =
1

12
�6𝑥𝑥ｂ + 3𝑦𝑦ｂ + 𝑧𝑧ｂ − 12� =

1
12

{6𝑥𝑥 + 3(𝑦𝑦 + 1) + (𝑧𝑧 + 3) − 12} 

=
1

12
(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12) +

1
2
 

より成立 
以上のより正六角形格子の辺と対角線のみを使って作られた図形の場合 
1
12

(6𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 12)が成り立つと証明された。 

z は，正方形格子上，正三角形格子上でも導入した式が作れるため，ピックの定理は拡張されたといえる。 

 
今後の予定 

今回は六角形格子の辺と対角線を結んで作った図形の面積を求める公式を導くことができた。しかし、この

式は一般的な六角形格子の格子点を結んでできる格子多角形の面積を求める場合も場合分け３，４の公式でも

なぜか求められる場合がある。その理由を理解し、証明をして、六角形格子の任意の点を結んでできる多角形

についての公式までもっていきたい。 
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