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要約 

私はタイリングについての論文を読み，数学的な話題として興味をもった。ここで言うタイリングとは,一辺１の正三

角形格子に点対称な六角形をとり，その六角形を正三角形２つ分のひし形で敷き詰める場合の数を考えるものであった。

論文に出てくる MacMahonさんの公式は既習の知識では理解できなかった。とくに，六角形のある一辺の長さを 1とした

とき，高校生でも理解できる公式を導けるのではないかと予想し，組み合わせを利用した式で表すことができた。また，

得られた式の図形的意味を考え，縦のひし形のおきかたの場合分けで，全体の敷き詰め方の総数の図形的解釈を与えるこ

とができた。 

Abstract 

In this note, we are concerned with the tylings of a particular type. Let consider a right triangular lattice 

and a symmetric hexagon on that with 3pairs of facing adges of lengths a,b and c. I read the paper [１] and am 

interested in MacMahon’s result therein. 

Which enumerates the rhombus tylings of the hexagon. We give MacMahon’s theorem in a simple case of C=1. 

In formula the number of tylings is expressed in terms of the binomial coefficients.  
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序論 

一辺１の正三角形格子上に点対称な六角形をとり，その

中を三角形二つ分のひし形で敷き詰めるとき，その総数

について実際に数え上げを行い，また，数列や組み合わ

せを考えることで総数を求める研究をした。 

 

本論 

定義 

一辺１の正三角形格子に点対称な六角形をとり，図Ⅰの

ようにそれぞれの辺の長さを𝑎，𝑏，ｃと定める。この六

角形を(𝑎，𝑏，ｃ)と表記する。その六角形を正三角形２

つ分のひし形で敷き詰める場合の数を考える。回転して

同じ敷き詰めになるものについては別のものとしてみな

す。𝑁(𝑎，𝑏，ｃ)を上記の定義のもと，辺の長さが

𝑎，𝑏，ｃである六角形を敷き詰める方法の総数とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

上記の定義のもと，まずは実際に図を使って数え上げた。

その際，辺の長さが長くなると数え上げにくいため，図

Ⅱのように，塗りつぶしたひし形を１つずつ横にずらし

ながら整理して数え上げた。その結果以下のようになっ

た。 

 

 

 

 

図Ⅰ 



 

実際の数え上げ 

• Ｎ（１，１，１）＝２ 

• Ｎ（２，１，１）＝３ 

• Ｎ（２，２，１）＝６ 

• Ｎ（２，３，１）＝１０ 

• Ｎ（２，４，１）＝１５ 

• Ｎ（２，２，２）＝２０ 

• Ｎ（３，１，１）＝４ 

• Ｎ（３，２，１）＝１０ 

• Ｎ（３，２，２）＝５０ 

• Ｎ（３，３，１）＝２０ 

• Ｎ（３，４，１）＝３５ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

さらに規則性を見つけるために，ｃ の値を固定して考

えていった。初めに，ｃ= 0 すなわち平行四辺形の場合

について調べた。なお，これからは（1，1，0）を右上の

ひし形，（1，0，1）を縦のひし形，（0，1，1）を左上の

ひし形と表記する。 

 

平行四辺形の場合 

例えばＮ（2，3，0）について考えると，平行四辺形の

敷き詰め方はただ1通りとなる。 

なぜなら，この場合，図Ⅲの ① の三角形の部分をひ

し形で敷き詰めるには，右上のひし形をおくしかない。

次に残った部分の図Ⅲの②の三角形の部分をひし形で敷

き詰めるには，右上のひし形をおくしかない。さらに残

った部分の図Ⅲの③の三角形の部分をひし形で敷き詰め

るには，右上のひし形をおくしかない。同様に残った下

の段も考えると，右上のひし形でしか敷き詰められない

からである。 

以上のことから， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C=1の場合 

すなわちN（ a，b，1 ）について考えるとする。その

際，塗りつぶした縦のひし形を図Ⅳのように１つずつ横

にずらして調べた。 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

          

 

𝑎 

𝑏 c 

図Ⅲ 

③ ② 

 

①  

𝑵(𝒂 − 𝟏，𝟏，𝟏) 

 

𝑵(𝒂 − 𝟏，𝟐，𝟏) 

 

𝑵(𝒂 − 𝟏，𝒃，𝟏) 

 

・・ 

𝑵(𝒂 − 𝟏，𝟎，𝟏) 

 

図Ⅳ 

𝑵(𝒂 − 𝟏，𝒃，𝟏) 

 

図Ⅱ （１，１，１） 

（２，１，１） 

（２，２，１） 

(𝑎，𝑏，0)の場合，すなわち平行四辺形の敷き詰め方

は１通りである。 

・
・
・ 

a − 1 

1 

2 

b 
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ここでまず図Ⅴの太く囲った部分を敷き詰める為に必

ず縦のひし形が一つ必要になる理由を考えた。一番上の

横列(図Ⅴの台形の部分)に右上か左上のひし形を使って

敷き詰めていくと，最後，三角形１つ分があまる。その

余った部分を敷き詰める為には，縦のひし形を１つおか

なくてはならない。この時点で図Ⅴの一番上の列と２列

目の境界線をまたぐものは，その縦のひし形１つとなる。

また，先ほど置いた縦のひし形と同じ列に，２つ以上の

縦のひし形をおくと敷き詰められない部分が現れるため，

同じ列に２つ以上の縦のひし形をおくことはできない。

また，一番上の列には縦のひし形をおいた部分をのぞき，

平行四辺形がみられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

このことを利用して，図Ⅳのように縦のひし形をおき，

ひし形以外の部分を平行四辺形と六角形に分ける。平行

四辺形の敷き詰め方はそれぞれ一通りであり，六角形は

点対称となるので，その点対称な六角形の敷き詰め方の

総数が全体の敷き詰め方の総数となる。この六角形の右

上にのびる辺の長さは各場合すべて a－1，左上にのびる

辺の長さはすべて1，横の辺の長さは縦のひし形を１つず

つずらすと，1ずつｂまでふえている。 

 

以上のことをふまえると， 

 

                  ・・・１                     

                    

と表せる。 

 

例えば，N（３，４，１）について考えると，計算方

法は次の通りである。 

 

Ｎ（３，４，１） 

＝Ｎ（２，0，１）+Ｎ（２，１，１） 

+Ｎ（２，２，１）+Ｎ（２，３，１） 

+Ｎ（２，４，１） 

＝１+３+６+１０+１５ 

＝３５ 

 

しかし，この計算の場合では，辺の長さの値は小さく

なるがN（2,1,1）など実際に数え上げたデータを用いな

ければ答えを求められないという欠点がある。そこで式 

１ の 𝑎 の値についても条件を絞って，規則性がないか

を考える。 

ⅰ）𝑎 = 1のとき 

𝑁(0，0，1) = 1 

𝑁(0，1，1) = 1 

𝑁(0，2，1) = 1 

𝑁(0，3，1) = 1 

       𝑁(0，4，1) = 1 

 

 𝑁(0，𝑏，1) = 1 

よって 

 

 

 

ⅱ）𝑎 = 2のとき 

𝑁(1，0，1) = 1 

𝑁(1，1，1) = 2 

𝑁(1，2，1) = 3 

𝑁(1，3，1) = 4 

𝑁(1，4，1) = 5 

 

𝑁(1，𝑏，1) = 𝑏 + 1 

図Ⅴ 

𝑁(1，𝑏，1) = ∑ 𝑁(0，𝑘，1)

𝑏

𝑘=0

= 1 + ∑ 1

𝑏

𝑘=1

= 𝑏 + 1 

… 

𝑁(𝑎，𝑏，1)=         ∑𝑁(𝑎 − 1,𝑘, 1)

𝑏

𝑘=0

 

… 



 

よって          

 

 

 

 

 

ⅲ）𝑎 = 3のとき 

𝑁(2，0，1) = 1 

𝑁(2，1，1) = 3 

𝑁(2，2，1) = 6 

𝑁(2，3，1) = 10 

𝑁(2，4，1) = 15 

 

𝑁(2，𝑏，1) =
(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)

2
 

よって 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⅳ）𝑎 = 4のとき 

𝑁(3，0，1) = 1 

𝑁(3，1，1) = 4 

𝑁(3，2，1) = 10 

𝑁(3，3，1) = 20 

𝑁(3，4，1) = 35 

 

 𝑁(3，𝑏，1) =
(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)(𝑏 + 3)

6
 

 

よって 

N(4，b，1)＝∑ N(3，k，1)

b

k=0

 

        = 1 + ∑
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

6

𝑏

𝑘=1

 

    ＝
(b + 1)(b + 2)(b + 3)(b + 4)

24
 

 

以上の結果をまとめると 

𝑁(1，𝑏，1) = 𝑏 + 1 

𝑁(2，𝑏，1) =
(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)

2
=

(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)

2・1
 

𝑁(3，𝑏，1) =
(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)(𝑏 + 3)

6
 

                         =
（𝑏 + 1)(𝑏 + 2)(𝑏 + 3)

3・2・1
 

𝑁(4，𝑏，1) =
(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)(𝑏 + 3)(𝑏 + 4)

24
 

                         =
(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)(𝑏 + 3)(𝑏 + 4)

4・3・2・1
 

 

このことから，𝑁(𝑎，𝑏，1)の値は次の式で表されること

が予想される。 

 

𝑁(𝑎，𝑏，1) =
(𝑏+1)(𝑏+2)・・・・・・(𝑏+𝑎)

𝑎!
=  

𝑏+𝑎
𝐶𝑎 …２  

 

これを帰納法で証明する。 

ⅰ）𝑎 = 1のとき  

𝑁(1，𝑏，1) = 𝑏 + 1 

 1+bC1＝b + 1 

よって成立する。 

 

 

  𝑁(2，𝑏，1) = ∑ N(1，𝑘，1)

𝑏

𝑘=0

 

     = 1 + ∑(𝑘 + 1)

𝑏

𝑘=1

 

     =
(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)

2
 

𝑁(3，𝑏，1) = ∑ N(2，𝑘，1)

𝑏

𝑘=0

 

                        ＝1 + ∑
(k + 1)(k + 2)

2

𝑏

𝑘=1

 

                         =
(𝑏 + 1)(𝑏 + 2)(𝑏 + 3)

6
 

… 

… 



 

ⅱ）𝑎＝mのとき 

𝑁(𝑚，𝑏，1) = ∑ N(𝑚 − 1，𝑘，1) =

𝑏

𝑘=0

 m+bCm 

が成立すると仮定すると，𝑎＝m + 1のとき 

𝑁(𝑚 + 1，𝑏，1) 

= ∑ N(𝑚，𝑘，1) =

𝑏

𝑘=0

∑  m+kCm

𝑏

𝑘=0

= ∑  m+kCk

𝑏

𝑘=0

 

=  mC0 +  m+1C1 +  m+2C2 +  m+3C3･･･+  m+bCb 

＝1 + (m + 1) +  m+2C2 +  m+3C3･･･+  m+bCb  

＝ m+2C1 +  m+2C2 +  m+3C3･･･+  m+bCb            

＝ m+3C2 +  m+3C3 + ･･･+  m+bCb                        

＝ m+b+1Cb                                   

＝ m+b+1Cm+1                                  

 

よって，ⅰ）ⅱ）より数学的帰納法により，すべての自

然数ｍについて成り立つ。 

 

２で証明した式 𝑁(𝑎，𝑏，1) =  
𝑏+𝑎

𝐶𝑎 から，敷き

詰め方の総数が組み合わせの式で表せることを図形的な

観点から考えてみた。 

その際，必要となった考えがあった。 

 

1，縦のひし形は図Ⅵの列１列２の中に１つ， 

列２列３の中に１つというように同じ横の列の

中に一つずつしかはいらない。       

2，一番上の列から縦のひし形をおいていくと，      

一つ下の列には上の列においた縦の ひし 

形よりも左側にしかはいらない。          

 

ということである。 

 

 

 

 

 

 

1について 

図Ⅵの六角形についてみると，列１については，図Ⅴ

のところで示したように，縦のひし形が一つ必要となる。

次に列２について考える。例えば，図Ⅵのように塗りつ

ぶした縦のひし形をおくと，列２の縦のひし形以外のと

ころには平行四辺形と台形ができる。台形であるという

ことは三角形が奇数個あるということである。というこ

とは台形の部分を右上のひし形で敷き詰めていくと隙間

なく埋めるためにはるには三角形一つ分をうめる縦のひ

し形が1つ必要となる。同じ操作を縦のひし形が一番下

の列に達するまで行うと敷き詰めが完了する。このこと

から１についていえる。 

 

2について 

図Ⅵの塗りつぶした縦のひし形について注目してみる

と，列２では，その縦のひし形の左側に台形がみられる。

よって列２では赤で塗りつぶしたひし形の左側に列２，

列３をまたぐ縦のひし形が１つおける。列３についても

同じことがいえた。このことから縦のひし形は，ある縦

のひし形から見て上の列には，より右側に，下の列には，

より左側に縦のひし形が現れるということが分かる。 

以上のことをふまえて 𝑁(𝑎，𝑏，1) =  
𝑏+𝑎

𝐶𝑎 の図

形的意味を考える。 

 

例えば𝑁(3，4，1) =  
4+3

𝐶3 で調べてみると， 

 

 

 

 

 

 

 

・・・列１ 

・・・列２ 

・・・列３ 

・・・列４ 

図Ⅵ 

① ③ 

② ④ 

⑤ 

⑥ 

⑦ 

図Ⅶ 



 

b+aとあるので，まず図Ⅶのように線分をひき，1から順

に番号をつけた。当然b+aの値の7までの番号となる。3+4C3

の式から，3つを選ぶということなので，試しに番号を3

つ，6，4，2と選んでみる。6の列に縦のひし形をおくこ

とを考えると，図Ⅶの①，②の2通りのおき方が考えら

れる。②に縦のひし形をおいた場合，4の列には前に述べ

たことから，③，④には縦のひし形をおくことができな

いので，⑤に縦のひし形をおくことになる。そうすると2

の列には⑥，⑦のどちらにも縦のひし形をおくことがで

きない。よって縦のひし形のおきかたは6の列には①，4

の列には④，2の列には⑦というただ1通りとなる。この

ことは，他の番号を選んでも同じことがいえる。 

このことから， 

 

全体の敷き詰め方の総数は縦のひし形のおきかたの総

数と等しい 

 

ことが分かった。 

 

感想と今後の課題 

今回の研究を通し，数学のおもしろさを実感すること

ができた。特に単なるコンビネーションの式から図形的

意味を見つけることができた瞬間の感激は忘れられない。 

今後の課題としては，C＝２の場合の敷き詰め方の総数

についても，縦のひし形のおき方に注目して整理し，簡

単な式を導き出せないか調べていきたい。 
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